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6.1.1 � �
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� 1736� Euler� Koenigsberg� �� �� �	
� �� �� ��

� ���� � ��� 	
(vertex)�� � ��� ��(edge)�� ��

− � 	
� �� ��� �� ��� ����  �� 	
�! "#$% � ��� �&'� ()* "#� 	
��

+,- ./ 01 2�

Æ .34 5�(Eulerian walk)

� ��

� 67 8�� 9:, ;< (� =>, ?@ AB� 9:, CD EFGH� IJ K



���� � ��

Data Structures� � By Hyun-Ju Park / Hanbat National University�

6.1.2 � �

� ���, G = (V, E)

� V : ���� �� ��(vertex)	
 �� ��

� E : �� , ��(edge)	
 ��

Æ V(G) : ��� G
 ��	
 ��

Æ E(G) : ��� G
 ��	
 ��

� ��� ��� (undirected graph)

� (u, v) = (v, u)

� �� ��� (directed graph)

� <u, v> ≠ <v, u>

� ��
  <u, v>

− u : �� (tail), v : �� (head)
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X ���������	
��������������	�������������

�

0

3
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0
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1 2

4 5 6

0
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1

G1 G2 G3

V(G1) = { 0, 1, 2, 3 } E(G1) = { (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3) }
V(G2) = { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 } E(G2) = { (0, 1), (0, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 5), (2, 6) }
V(G3) = { 0, 1, 2 } E(G3) = { <0, 1>, <1, 0>, <1, 2> }
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V(G1) = { 0, 1, 2, 3 } E(G1) = { (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3) }
V(G2) = { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 } E(G2) = { (0, 1), (0, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 5), (2, 6) }
V(G3) = { 0, 1, 2 } E(G3) = { <0, 1>, <1, 0>, <1, 2> }
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� ��

� ��� ���� ��	
 ��� ��� �� � ��

Æ �� �� (self edge)

� �� ��� ���� �� � ��

Æ �� ��� (multigraph)

� ���������	
������������������	�������	�������������� �
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� �� ��� (Complete graph)

�  !" ���

− n#� ��$ n(n – 1)/2#� ��� �% ���

� !" ���

− n#� ��$ n(n – 1)#� ��� �% ���

� ���������	
��������������	������������������

0

3
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� ��� ��

� (u, v)� E(G)� � ��� �

− u� v	 
���(adjacent)

− �� (u, v)	 � u� v� ����(incident)

� <u, v>� E(G)� � ��� �

− u adjacent to v and v adjacent from u

− �� <u, v>	 � u� v� ����(incident)
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� G� �� �	
 (Subgraph), G’

� V(G’) ⊆ V(G) �� E(G’) ⊆ E(G)
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�����������������	�������������
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� ��� �� (degree)

� ��� ��� ��	
 �

� � �����
 �� / �� ��

− v
 �� �� (in-degree)

: v� ��� ��	
 �

− v
 �� �� (in-degree)

: v� ��� ��	
 �

− n�
 ��, e�
 ��� ��� �� ��� G�� �� i
 �� di! "# ∑
=

=
n

i
ide

1

)2/1(

� ��(Path)

� (u, i1), (i1, i2), …, (ik, v)� E(G)� �� ���� 	 G�
� � u��� v��� ��� ��� � u, i1, i2, …,

ik, v

� ��� ��

− ���� ��� �

� �� �� (simple path)

− ���� ��� �� ! "#� $% �! &'&

� (�) (cycle)

− ��� �� �� &* �� ��
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� �� ��� (connected graph), G

� � u+ v� ,-

− u��� v��� �� ./

� V(G)� 
� &* � u, v� $% 0� 12 u�
 v��� ��� ./3 	 ,- 4567 �&

� ,- 89 (connected component)

− :1 ,- �; 456

� <=

− (�)� >� ,- 456

� ���������	
��������������������	�������������
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� �� �� ��� (strongly connected graph)

� V(G)� �� �� �� u, v� �	 
� � u�� v�, v�� u�� �� ��� ��

� �� �� �	 (strongly connected component)
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X �������������	�
�������������������������������

structure Graph

objects: ���� �� ��	 ��
 �� ��	 ���� � ��� ��	 ��

functions:

�� graph � Graph, v, v1, v2 � Vertices� ���

Graph Create() ::= return ��	 �  !"

Graph InsertVertex(graph, v) ::= return v# $%&  !"
v' ()& ��* +, -.

Graph InsertEdge(graph, v1, v2) ::= return v1
 v2 /�� 0 ��* ,�  !"

Graph DeleteVertex(graph, v) ::= return v1 v� ()2 �� ��3�
452  !"

Graph DeleteEdge(graph, v1, v2) ::= return �� (v1, v2)6 452  !"
()& 783�  !"�  �� 9

Boolean IsEmpty(graph) ::= if (graph == empty graph)
return TRUE else return FALSE

List Adjacent(graph, v) ::= return v� :;& �� ��3	 <=>
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6.1.3 ��� ���

6.1.3.1 �� �� (adjacency matrices)

X ���������	
����������������������
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� �� �� = n2

� ��� ���� �	 
�� �(symmetric)

− �� ��� ��� �� ��

� Nontrivial questions

� G� �� ��� ��? / G�  !"# ���?

− O(n2)

Æ O(n + e)� �
$ ��%& !!
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6.1.3.2 �� ���

� �� ��� n��� n�� 	
 ��� ��

� ' �(� % ) *�  !+,- ./

� ���������	
����������������������

#define MAX_VERTICES 50 /* ��� �� � */

typedef struct node *node_ptr;

typdef struct node {

int vertex;

node_ptr link;

};

node_ptr graph[MAX_VERTICES];

int n = 0; /* �� 	
�� �� */
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� ���������������� �	
��������������!���"��

10 2 3 null

01 2 3 null

02 1 3 null

03 1 2 null

���� �� ��

0

3

1 2

10 2 3 null

01 2 3 null

02 1 3 null

03 1 2 null

���� �� ��

10 2 3 null

01 2 3 null

02 1 3 null

03 1 2 null

���� �� ��

0

3

1 2

0

3

1 2
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10 null

01 2 null

null2

���� �� ��
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10 null

01 2 null

null2

���� �� ��

10 null

01 2 null

null2

���� �� ��

0

2

1

0

2

1
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0

3

1 2

4

7

5 6

10 2 null

01 3 null

02 3 null

03 2 null

���� �� ��
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5 null

4 6 null

5 7 null

6 null
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10 2 null

01 3 null

02 3 null

03 2 null

���� �� ��

4

5

6

7

5 null

4 6 null

5 7 null

6 null

10 2 null

01 3 null

02 3 null

03 2 null

���� �� ��

4

5

6

7

5 null

4 6 null

5 7 null

6 null
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� �� ��

� ��� ��� = n�� 	
 �
 + 2e�� �� �


� �� ��� = n�� 	
 �
 + e�� �� �


� Nontrivial questions

� O(n + e)

� �� ��� ���� ?
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� ��� �	
 (inverse adjacency list)

� � ��� �� ��� ��, �� �
� ��� !"# $% ��� �# �
�& �'

� ���������	
��������������������������

10 null

01 null

12 null

���� �� ��

0

2

1

10 null

01 null

12 null

���� �� ��

10 null

01 null

12 null

���� �� ��

0

2

1

0

2

1
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� �� �� ���� 	
� � ��� 	


� ���������	
�������������������� !�"��#$�

%����������	
��������	&'(�)*�+,���������-��

�

tail head head� �� column link tail� �� row linktail head head� �� column link tail� �� row link

0 1 2

0

1

2 0

0 1 0 0

1 0 0 1 2 0 0

���� 00 11 22

00

11

2 02 0

0 1 0 00 1 0 0

1 0 01 0 0 1 2 0 01 2 0 0

����
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� �� �� ���� 	
� � ��� 	


� ����������	�
��������������������������������� �!�
"�

�

30 1 2 null

21 0 3 null

32 0 1 null

23 1 0 null

���� �� ��

0

3

1 2

30 1 2 null

21 0 3 null

32 0 1 null

23 1 0 null

���� �� ��

30 1 2 null

21 0 3 null

32 0 1 null

23 1 0 null

���� �� ��

0

3

1 2

0

3

1 2
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6.1.3.3 �� �� ���

� �� ��� �� �	
 �� ��	 ��
 ���� ���

X ����������	�
�������������������������

���������������������������� !"���#��$�

�

marked vertex1 vertex2 path1 path2marked vertex1 vertex2 path1 path2

typedef struct edge *edge_ptr;

typedef struct edge {

short int marked;

int vertex1;

int vertex2;

edge_ptr path1;

edge_ptr path2;

};

edge_ptr graph[MAX_VERTICES];
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X ������%���	�
��&������������� !"���#�'$�

0

3

1 2

��� : �� 0 : N1 → N2 → N3
�� 1 : N1 → N4 → N5
�� 2 : N2 → N4 → N6
�� 3 : N3 → N5 → N6

00

01

02

13

����

1

2

1

2

3

2

3

3

N2

N3

null

N5

null

null

N4

N4

N5

N6

N6

null

N2

N3

N4

N5

N6

N1

	
 (0, 2)

	
 (0, 3)

	
 (1, 2)

	
 (1, 3)

	
 (2, 3)

	
 (0, 1)

0

3

1 2

0

3

1 2

��� : �� 0 : N1 → N2 → N3
�� 1 : N1 → N4 → N5
�� 2 : N2 → N4 → N6
�� 3 : N3 → N5 → N6

00

01

02

13

����

1

2

1

2

3

2

3

3

N2

N3

null

N5

null

null

N4

N4

N5

N6

N6

null

N2

N3

N4

N5

N6

N1

	
 (0, 2)

	
 (0, 3)

	
 (1, 2)

	
 (1, 3)

	
 (2, 3)

	
 (0, 1)00

01

02

13

����

1

2

1

2

3

2

3

3

N2

N3

null

N5

null

null

N4

N4

N5

N6

N6

null

N2

N3

N4

N5

N6

N1

	
 (0, 2)

	
 (0, 3)

	
 (1, 2)

	
 (1, 3)

	
 (2, 3)

	
 (0, 1)
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���� �����	
����

� ��

� � �� v�� ��� 	 
� � ���� ��

� �� �� �� (depth first search; DFS)

� �� �� �� (breadth first search; BFS)
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X ����������	�
��������������������������������

v0

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v7

v0

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v710 2 null

01

02

13 7 null

���� �� ��

4

5

6

7

2 7 null

2 7 null

3

5

4 null

6 null

1 7 null

3 4 6 null5

10 2 null

01

02

13 7 null

���� �� ��

4

5

6

7

2 7 null

2 7 null

3

5

4 null

6 null

1 7 null

3 4 6 null5
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6.2.1 �� �� ��

� ����

� �� �� v ��

Æ v� �	
�� ��
 �� ��

Æ v� �	
�� ��
 �� �� w �� w� ����� �� �� �� ��, �� �	 ��� �� ��� �� u

�� ��� �� �	 �� w�  ! "# $%� ��&' ���� ()* +,- �� w�./ 0� ��

Æ ��1 23 ����./4 ��� �� ��� 456 7 89 : �� ;<
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X ���������	
����������������������������

v0

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v7

v0

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v7

#define FALSE 0

#define TRUE 1

short int visited[MAX_VERTICES];

void dfs(int v)

{

/* ���� �� v�� 	
�� � �� �� */

node_pointer w;

visited[v] = TRUE;

printf("%5d", v);

for (w = graph[v]; w; w = w->link)

if (!visited[w->vertex])

dfs(w->vertex);

}

� ����

� ����� ���

− �� ���	 
� 1� �� (2e�) Æ O(e)

� ���� ���

− v� ��� ��� �� Æ O(n)

���� � �� n� Æ O(n2)
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6.2.2 �� �� ��

� ����

� �� �� v ��

Æ v� ��� �� �� ��

Æ  ���� ��!" ��!# $% �� &' ��

� �� �� 	
 ��

� ���������	
��
����
������������������

typedef struct queue *queue_pointer;

typedef struct queue {

int vertex;

queue_pointer link;

};

void addq(queue_pointer *, queue_pointer *, int);

int deleteq(queue_pointer *);
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X ������������	
��������������������������������� �

�

v0

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v7

v0

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v7

void bfs(int v)
/* �� v�� ���� 	
 �� �. ���� visited� 0�� ���� */
{

node_pointer w; queue_pointer front, rear;
front = rear = NULL; /* �� ��� */
printf("%5d", v);
visited[v] = TRUE; addq(&front, &rear, v);
while (front) {

v = deleteq(&front);
for (w = graph[v]; w; w = w->link)

if (!visited[w->vertex]) {
printf("%5d", w->vertex);
addq(&front, &rear, w->vertex);
visited[w->vertex] = TRUE;

}
}

}
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� ����

� while ��� n� ��

� ��	
� �

− di = degree(vi)

Æ � ��� �� while ��� � = di

Æ d0 + d1 + dn-1 = O(e)

� ���� �

− � ��� �� while ��� � = O(n)

Æ O(n2)



���� � ���

Data Structures� � By Hyun-Ju Park / Hanbat National University�

6.2.3 �� ��

� ��� ���� �	 
�� 	�� ��

� bfs(0)� dfs(0)� ��� � �� !" �� #�$ %&'(

� ��� ���� �	 ��(connected component)� ���� ��

� &) ��*$ +, �� v� �-. bfs(v)� dfs(v)� /0�1 ��-. 2&3(

X �����������	
�����������������������������

�

v0

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v7

v0

v1 v2

v3 v4 v5 v6

v7

void connected(void)
{
/* ���� �� �� �	 */

int i;
for (i = 0; i < n; i++)
if (!visited[i]) {

dfs(i);
printf("\n");

}
}
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6.2.4 �� ��

� �� �� (spanning trees)

� G� ����� ��	
 G� �� ��� ��� ��

� ���������	
����������	������	�����������������������

�
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� ��� G� 	
�� � �, DFS� BFS� �� ��� ���� G� � �� �� ��

� �� �� �� ��(depth first spanning tree)

− DFS ���� ���� �� ��

� � �� �� ��(breadth first spanning tree)

− BFS ���� ���� �� ��

� ������ ��	
���� ��!"#��$"#������������������

�

dfs(0) �� �� bfs(0) �� ��

0

1 2

3 4 5 6

7

0

1 2

3 4 5 6

7

dfs(0) �� �� bfs(0) �� ��

0

1 2

3 4 5 6

7

0

1 2

3 4 5 6

7

0

1 2

3 4 5 6

7

0

1 2

3 4 5 6

7
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� �� ��� ��

� ��� ����� ��� 	
� ��� ���� ����

9 �� �� ������

� ����� ��� G� �� �� ���(minimal subgraph) G’� V(G’) = V(G)� G’! "#$% &�

9 	
���� ������ � �

� |E(G’)| = n – 1 where |V(G)| = n
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6.2.5 �� �� ��� �	


� �� �� ��

� ��� (articulation point)

− ���� � 	�
 �� �� �� ���� �� ���� ��� � �� ��  �! "#$ %& 	�

� �' �( ��� (biconnected graph) = ���� )& �� ���

� �' �(  � (biconnected component) = �* �' �( + ���

� ���������	
���������������	���������������������������

0

1

4

32

8

7

6

9

5

0

1

4

32

8

7

6

9

5

0

1

1

4

32 3 5

7

6

5

8

7 7

90

1

0

1

1

4

32

1

4

32 3 53 5

7

6

5

7

6
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8

7

8

7 7

9
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� ��� ��

� � �� (back edge), (u, v)

− u� v� ���	
 v� u� ��

� �� �� (cross edge)

− � ��� � ��� ��

− �� ���� �� �� �� ��� �� �� ��� � ! "#

� ���������	
������������������������������
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������ ��
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� dfn & low

� dfn(w) = �� �� ��

� low(w) = min { dfn(w), min { low(x) | x is a child of w },

min { dfn(x) | (w, x) is a back edge } }

� ���������	
������������������������������������ !"���#$%�&�'�()�

9

9

8

855500004low

876510234dfn

976543210��

9

9

8

855500004low

876510234dfn

976543210��

� ���, u

� � � �	
 �� ��� �� ��
 ����� low(w) ≥ dfn(u)� ���� �� w� ���



���� � ���

Data Structures� � By Hyun-Ju Park / Hanbat National University�

X ���������	
��

����������������������������������������

�������������������������������� !"�

�������������#��������������$����%�&�'(�)*+�,�-./��-..0�

�

#define MIN2(x, y) ((x) < (y) ? (x) : (y))

short int dfn[MAX_VERTICES];

short int low[MAX_VERTICES];

int num;

void init(void)

{

int i;

for(i = 0; i < n; i++) {

visited[i] = FALSE;

dfn[i] = low[i] = -1;

}

num = 0;

}

void dfnlow(int u, int v)

{

node_ptr ptr;

int w;

dfn[u] = low[u] = num++;

for (ptr = graph[u]; ptr; ptr = ptr->link) {

w = ptr->vertex;

if(dfn[w] < 0) {

dfnlow(w, u);

low[u] = MIN2(low[u],low[w]);

}

else if (w != v)

low[u] = MIN2(low[u], dfn[w]);

}

}
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void bicon(int u, int v)
{

node_ptr ptr; int w, x, y;
dfn[u] = low[u] = num++;
for(ptr = graph[u];ptr; ptr = ptr->link) {

w = ptr->vertex;
if(v != w && dfn[w] < dfn[u]) add(&top, u, w);
if(dfn[w] < 0) {

bicon(w, u); low[u] = MIN2(low[u], low[w]);
if(low[w] >= dfn[u]) {

printf(“new biconnected component: “);
do {

delete(&top, &x, &y); printf(“ <%d,%d>“, x, y);
} while(!((x == u) && (y == w)));
printf(“\n”);

}
}
else if (w != v) low[u] = MIN2(low[u], dfn[w]);

}
}

�
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���� ������	
����

� �� �� �� ��

� ��� ��� ��	 
� �

� ���� �	 �� ��

− ��� �� �	 �����  �

− !"�# n – 1$� ����  �

−  %&� '(�	 ���  ��� )*� �+

� 	
��

� greedy method

− �,� �- ./01 2�+

� Kruskal 345

� Prim 345

� Sollin 345
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6.3.1 Kruskal ����

� ����

� ���� ��� �	�
 ���� �� �� �� �� T� ���

� ���� ��� �� ��� T !"�#, �$ T% &' ��( �)*+ ,�-� ./�� 0�1 T !"2�

X ���������	
���������������������

�������������������������������� �!�"#�$%&�'�()�*�

�

0

1

2

3
4

65

28

1614
10

24
25 18 12

22

0

1

2

3
4

65

28

1614
10

24
25 18 12

22

T = { };
while (T� n – 1� ��� �� �	 && E� 
�� ��) {

E�� �� 
� �� (v, w) ��;
E�� (v, w)� ��;
if ((v, w)� T�� ���� ��� ��)

(v, w)� T�  �;
else

(v, w)� !";
}
if (T� n – 1� #$ %& ��� �	)

printf("No spanning tree\n");
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6.3.2 Prim ����

� ����� � ��	
 �� ��� ��� ��� ���

X ���������	
������������������

���������������������������������� �!"#�$�%�&�

�

0

1

2

3
4

65

28

1614
10

24
25 18 12

22

0

1

2

3
4

65

28

1614
10

24
25 18 12

22

T = { };

TV = {0}; /* �� 0�� ��. ��	 
��.*/

while (T� ���� n – 1�� �) {

u ∈TV�� v ∉ TV� �� 
� ��� (u, v)� �;

if (�� ��� �)

break;

v TV! "�;

(u, v) T! "�;

}

if (T� ���� n – 1 �� �)

printf("No spanning tree\n");
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6.3.3 Sollin ����

� ����

� � ���� T� ��� 	
� �� 
�

� � ��� ����� 
�� 	
�� n�� �� ��� ���� �����  ! �"#$% &'(

� � �� )* �"#$+� ,- � $"� ./ �0� 	
� 
�

X ���������	
������������������

���������������������������������� �!"#�$�%��&�
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���� �����	�
�����

� �� ��� / �� ��

� �� �� ��

− Dijkstra ��	


� ��� ���

− BellmanFord ��	
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6.4.1 Dijkstra ����

X ���������	
�������	���������������������������

v5v3

v1v0 v2

v4
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10 15

20 20
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v4
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� ����� ��

v0 : ���

S : �� ��� 	
 �� ���� ��

w : ��� ��

distance[w] = S� �� �� w� �� v0�� ���� S� �� ���� !" w� #$�� ����

� ��� %	� &' (�� )*+,

� ,- �� ��� �� u� �� .	/0 v0�� 12�� u�� 345 6 ��� S� �� ���� 78�9 +,

− (:/	; #39)

v0 uw

S

w ∈ S
v0 uw

S

w ∈ S

− �� ��� �� %	� &' (�� <��=�

� )*+ ,- ��� >?�� S� @� AB �� C�� distance[u]� �DE 6F �� u� GHI J,
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� v0�� u� �� �� ��K )*�L 40 �� u� S� MD� +,

− 	N distance[u]� OH� P �,

− v0�� uK !" w� �� ��� uK !Q� �� ��R, S� �T u�� w� �� ��� HU �� (CV �

�)# WX�� �Y0 	 ��� %	� distance[u] + length(<u, w>)

Æ min{distance[w], distance[u] + cost[u][w]}

− (:/	; #40)

S

v0

u

w
distance[w]

cost[u][w]

distance[u]

S

v0

u

w
distance[w]

cost[u][w]

distance[u]
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� ��

� n�� ��� 0 �� n – 1�	� 
� ��

� � found

− �� i� S� ��	 ��� found[i] = FALSE

��� found[i] = TRUE

� cost[i][j]� �� <i, j>� ���� �� �� ��  !" #$

X ���������	
������������
������������������ �!"#$�

#define MAX_VERTICES 6

int cost[][MAX_VERTICES] = {

{ 0, 50, 10, 1000, 45, 1000},

{1000, 0, 15, 1000, 10, 1000},

{ 20, 1000, 0, 15, 1000, 1000},

{1000, 20, 1000, 0, 35, 1000},

{1000, 1000, 30, 1000, 0, 1000},

{1000, 1000, 1000, 3, 1000, 0}};

int distance[MAX_VERTICES];

short int found[MAX_VERTICES];

int n = MAX_VERTICES;

v5v3

v1v0 v2

v4

1050

45

10 15

20 20

15 3
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v5v3
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X ���������	
����#%���&'(�)*+��,-�����
.�

/���������0�1%%��	
����##����2�34�5�(��6����� �!"���!"1$�

void shortestpath(int v, int cost[][MAX_VERTICES],
int distance[], int n, short int found[])

{
int i, u, w;
for (i = 0; i < n; i++) {

found[i] = FALSE; distance[i] = cost[v][i];
}
found[v] = TRUE; distance[v] = 0;
for (i = 0; i < n – 2; i++) {

u = choose(distance, n, found);
found[u] = TRUE;
for (w = 0; w < n; w++)

if (!found[w])
if (distance[u] + cost[u][w] < distance[w])

distance[w] = distance[u] + cost[u][w];
}

}
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int choose(int distance[], int n, int found[])

{

/* �� ���� �� 	
 �� distance� ��� �� �� */

int i, min, minpos;

min = INT_MAX;

minpos = -1;

for (i = 0; i < n; i++)

if (distance[i] < min && !found[i]) {

min = distance[i];

minpos = i;

}

return minpos;

}

# ���� ��

� �� �� �� ��

− G	 
� ��� ���� � O(n2)� ��

Æ �� ����� �� ��� = O(n2)
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X ����������	�
������������������

������������	�
�������������������������� ��!"����#$�
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Distance

LA SF DEN CHI
BOS

T
NY MIA NO�� S

Vertex
selected

[0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7]

-- ---- +∞ +∞ +∞ 1500 0 250 +∞ +∞

1 {4} 5 +∞ +∞ +∞ 1250 0 250 1150 1650

2 {4,5} 6 +∞ +∞ +∞ 1250 0 250 1150 1650

3 {4,5,6} 3 +∞ +∞ 2450 1250 0 250 1150 1650

4 {4,5,6,3} 7 3350 +∞ 2450 1250 0 250 1150 1650

5 {4,5,6,3,7} 2 3350 3250 2450 1250 0 250 1150 1650

6 {4,5,6,3,7,2} 1 3350 3250 2450 1250 0 250 1150 1650

{4,5,6,3,7,2,1}
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6.4.2 BellmanFord ����

� Dijkstra ����

� ��� �� ��� �	
 �� 	 ��

� ���������	
������������������	���������������

7
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10 1 1 2

-2



���� � ���

Data Structures� � By Hyun-Ju Park / Hanbat National University�

� BellmanFord ����

� ��

− �� �� ���� ���	 �
�

� distl[u]

− l�� ��� ���
 ��� v��� u 	� !" ��� ��

− distk[u] = min{ distk - 1[u], min{ distk-1[i] + length[i][u]}}

Æ #$ u% &' distn-1[u]� ()�
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� ���������	
����������������

6

-11 4

0 2

3

5

5 -2

-2

-1 5

6

3

3

6

-11 4

0 2

3

5

5 -2

-2

-1 5

6

3

3

void BellmanFord(int n, int v)
{

int i, k;
for (i = 0; i < n; i++) dist[i] = lengh[v][i];
for (k = 2; k <= n – 1; k++) {

for (each u such that u != v and u has at least one incoming edge)
for (each <i, u> in the graph)

if (dist[u] > dist[i] + length[u][i]) dist[i] = dist[i] + length[i][u];
}

}
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6.4.3 �� �� �� ��

� i ≠ j� �� ��� � vi� vj	� 
� �� ���

� 	�� ����

� n�� ���� �� 	
�/� �� ��� ��

− shortestpath� n� ��

: O(n3) �� O(n2logn + ne)

− bellmanford� n� ��

: O(n4) �� O(n2e)

Æ All-pairs ����
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� ����� ��

� �� �� �� (cost adjacency matrix) � 

− cost[i][j] = 0, where i = j

− cost[i][j] =∞, where <i, j> ∉ E(G), i ≠ j

� Ak [i][j]

− k!" # �$%& '(� )�* +,- ./0( 1� i-2 j� '� 3�4�� ��

� An-1 [i][j]

− i-2 j� '� 3� 4�� ��

� A-1 [i][j] = cost[i][j]

� Ak-1
& 56789 Ak

� 56: ';

− i-2 j<(� 3� 4�' �$% k!" # )�* ./0( 1� 4=

: Ak [i][j] = Ak-1 [i][j]

− i-2 j� '� 3� 4�' �$%' k� )� ./0� 4=

: : 4�� i-2 k�, k-2 j� '� 4�� >6?@

k – 1 !" # �$%& A� )�* ./0( 1�

i-2 k�, k-2 j�� 3� 4�:"

: Ak [i][j] = Ak – 1 [i][k] + Ak – 1 [k][j]

� Ak [i][j] = min { Ak-1 [i][j], Ak – 1 [i][k] + Ak – 1 [k][j]}, k ≥ 0

A-1 [i][j] = cost[i][j]
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X ����������	�
�������������������

������������	�
����������������� !��
�

���"�#$%�&�'�()�

0 1

2

6

4

2
11

3

0 1

2

6

4

2
11

3 032

2061

11400

2101

∞

−A

0732

2061

11400

2100A

0732

2061

11400

2101A

0732

2051

6400

2102A
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X ����������	
������������������	����������� �!�"#�$�

void allcosts(int cost[][MAX_VERTICES], int distance[][MAX_VERTICES], int n)

{

int i, j, k;

for (i = 0; i < n; i++)

for (j = 0; j < n; j++)

distance[i][j] = cost[i][j];

for (k = 0; k < n; k++)

for (i = 0; i < n; i++)

for (j = 0; j < n; j++)

if (distance[i][k]+distance[k][j] < distance[i][j])

distance[i][j] = distance[i][k] + distance[k][j];

}
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6.4.4 ��� ��

� ��� �� �� A+

� A+[i][j] = 1, i�� j�� ��� ��� 0	
 � �

� A+[i][j] = 0, �� ���

� �� ��� �� �� A*

� A*[i][j] = 1, i�� j�� ��� ��� 0��� 0	
 � �

� A*[i][j] = 0, �� ���
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X ���������	
�������	����������������
�

���������������������
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���� �����	
�

� AOV ����

� activity on vertex network

� ��� ��� ��	
 � �� �� �� � ��� ��	� �� ���

� AOE ����

� �� � : ������ ��� ! " ��

� �� : #$
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6.5.1 AOV ����

� �� ��(precedence relation)

� AOV %�&' G�� () i�� j*+� �� ,�- ./01 �� i� �� j� �2(predecessor) �3

− () <i, j>- G� ��1 i� j� 45 �2(immediate predecessor)�3

� () i- j� �261 j� i� 782(successor)�3

− i- j� 45 �21 j� i� 45 782(immediate successor)�3

��������	
�

i j

immediate predecessor immediate successor

i j

immediate predecessor immediate successor
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X ���������	
��������������������������������

�� �� ��� �� ��

C1 �	
�� I �

C2 �� �� �

C3 �� �� C1, C2
C4 �� I �

C5 �� II C4
C6 �� �� C5
C7 ���� �� C3, C6
C8 �� �� C3
C9 !" #$ C7, C8
C10 �	
�� %�& C7
C11 '()* +, C10
C12 -. /0 C7
C13 ,� �& C7
C14 12 ���� C13
C15 �3 4� C5
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C1

C2
C3 C13 C14

C10 C11

C12

C9

C6 C15C5C4

C8

C7

C1

C2
C3 C13 C14

C10 C11

C12

C9

C6 C15C5C4

C8

C7
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� ���(transitive)

� �� � � i, j, k� �� i · j�	 j · k → i · k
 ��� �� ·� ���(transitive)��

� ����(irreflexive)

� �� S� �� �� x� ���� x × x� � 
 ��!" #$ %

& �� S� �� ' ()���

� �� 	
(partial order)

� ������ '()� ��

� �� 	
 (topological order)

� *+,- .�� /0 i
 /0 j� 1�23 % i
 j 4� 5� 16 7� (linear order)

9 ���������������������	���
��������������������������������������
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X ���������	
����������������

������������������������������� �	
���!"#�$�%&'�(�)*��)*+,�

for (i = 0; i < n; i++) {

if (every vertex has a predecessor) {

fprintf(stderr,”network has a cycle.\n”);

exit(1);

}

pick a vertex v that has no predecessors;

output v;

delete v and all edges leading out of v from the network;

}

1

0 2

3

4

5

1

0 2

3

4

5

1
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5

1

2
4

5

1

2
4

5
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X �������������-�./�01��23�

���������������4����./�01��23�%&'�(�)*5��)*�,�

typedef struct node *node_ptr;

typedef struct node {

int vertex;

node_ptr link;

};

typedef struct {

int count;

node_ptr link;

} hdnodes;

hdnodes graph[MAX_VERTICES];

1

0 2

3

4

5

1 2 3 null

4 null

4 5 null

5 4 null

����

vertex link
0v0

1v1

1v2

1v3

null

null

3v4

2v5

count link
��

1

0 2

3

4

5

1

0 2

3

4

5

1 2 3 null

4 null

4 5 null

5 4 null

����

vertex link
0v0

1v1

1v2

1v3

null

null

3v4

2v5

count link
��

1 2 3 null

4 null

4 5 null

5 4 null

����

vertex link
0v0

1v1

1v2

1v3

null

null

3v4

2v5

count link
��
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X ������6�7������������%&'�(�)�,�

void topsort(hdnodes graph[], int n)
{

int i, j, k, top; node_ptr ptr;
top = -1;
for (i = 0; i < n; i++)

if (!graph[i].count) { graph[i].count = top; top = i; }
for (i = 0; i < n; i++)

if (top == -1) { fprintf(stderr,”\nNetwork has a cycle.\n”); exit(1); }
else {

j = top; /* unstack a vertex */
top = graph[top].count;
print(“v%d, “, j);
for (ptr = graph[j].link; ptr; ptr = ptr->link) {

k = ptr->vertex;
graph[k].count--;
if (!graph[k].count) { graph[k].count = top; top = k; }

}
}

}
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6.5.2 AOE ����

� AOE ����

� activity on edge network

� �� ��� ���	
 � �� ����

��� �� ��� ��� ��� ����

X ���������	
���������������������������

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

a3 = 6a0 = 6 a6 = 9 a9 = 2

a1 = 4 a4 = 1 a7 = 7

a10 = 4
a2 = 5

a5 = 2

a8 = 4

v0v0

v1v1

v2v2

v3v3

v4v4

v5v5

v6v6

v7v7

v8v8

a3 = 6a0 = 6 a6 = 9 a9 = 2

a1 = 4 a4 = 1 a7 = 7

a10 = 4
a2 = 5

a5 = 2

a8 = 4

��

v0 ������

v1 �	 a0
��

v4 �	 a3 a4
��

v7 �	 a7 a8
��

v8 ����
 ��

����

v0v0 ������������

v1v1 �	 a0
���	 a0
��

v4v4 �	 a3 a4
���	 a3 a4
��

v7v7 �	 a7 a8
���	 a7 a8
��

v8v8 ����
 ������
 ��
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� �� ��(dummy activity)

� �� ��� 0� ��

� ��	
 �� �� �� ��� ��� ��
 ��

� ���������	
�����

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

a3 = 6a0 = 6 a6 = 9 a9 = 2

a1 = 4 a4 = 1 a7 = 7

a10 = 4
a2 = 5

a5 = 2

a8 = 4

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

a3 = 6a0 = 6 a6 = 9 a9 = 2

a1 = 4 a4 = 1 a7 = 7

a10 = 4
a2 = 5

a5 = 2

a8 = 4

v0v0

v1v1

v2v2

v3v3

v4v4

v5v5

v6v6

v7v7

v8v8

a3 = 6a0 = 6 a6 = 9 a9 = 2

a1 = 4 a4 = 1 a7 = 7

a10 = 4
a2 = 5

a5 = 2

a8 = 4
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� �� �� (critical path)

� �� ��� ��

� �	� 
��� � ��� ����� �� � ��

− v0, v1, v4, v7, v8� v0, v1, v4, v6, v8

� �� �� 	
(earliest time)� �� � 	
 (latest time)

� earliest time, e(i)

− �� �� 0�� �� i !� �� �� ��

� latest time, l(i)

− "�#� $%& !'�(! )*+� �� ,- ��. � �� �%

⇒ �� �� (critical activities)

� e(i) = l(i)/ �0

� criticality = l(i) – e(i)

⇒ �� ��� ��

� AOE 
��� 12 �03� 45 e(i)6 l(i)� �7

Æ 12 8�� �03& AOE 
���� 9:5 ;, �� ���� <= �� !� 12 ��� >?
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� e(i), l(i) ��

� ee[j] : earliest event time

� le[j] : latest event time

Æ ee[j] = max{ee[i] + duration of <i, j>}

le[j] = min{le[i] - duration of <j, i>}

e(i) = ee(k)

l(i) = le[l] - duration activity ai

X ���������	
���������������������������������������� �

earliest [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] stack

initial
output v0

output v3

output v5

output v2

output v1

output v4

output v7

output v6

output v8

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
6
6
6
6
6
6
6
6

0
4
4
4
4
4
4
4
4

0
5
5
5
5
5
5
5
5

0
0
0
0
5
7
7
7
7

0
0
7
7
7
7
7
7
7

0
0
0
0
0
0

16
16
16

0
0
0

11
11
11
14
14
14

0
0
0
0
0
0
0

18
18

[0]
[3,2,1]
[5,2,1]
[2,1]
[1]
[4]
[7,6]
[6]
[8]

earliestearliest [0][0] [1][1] [2][2] [3][3] [4][4] [5][5] [6][6] [7][7] [8][8] stackstack

initial
output v0

output v3

output v5

output v2

output v1

output v4

output v7

output v6

output v8

initial
output v0

output v3

output v5

output v2

output v1

output v4

output v7

output v6

output v8

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
6
6
6
6
6
6
6
6

0
6
6
6
6
6
6
6
6

0
4
4
4
4
4
4
4
4

0
4
4
4
4
4
4
4
4

0
5
5
5
5
5
5
5
5

0
5
5
5
5
5
5
5
5

0
0
0
0
5
7
7
7
7

0
0
0
0
5
7
7
7
7

0
0
7
7
7
7
7
7
7

0
0
7
7
7
7
7
7
7

0
0
0
0
0
0

16
16
16

0
0
0
0
0
0

16
16
16

0
0
0

11
11
11
14
14
14

0
0
0

11
11
11
14
14
14

0
0
0
0
0
0
0

18
18

0
0
0
0
0
0
0

18
18

[0]
[3,2,1]
[5,2,1]
[2,1]
[1]
[4]
[7,6]
[6]
[8]

[0]
[3,2,1]
[5,2,1]
[2,1]
[1]
[4]
[7,6]
[6]
[8]
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X ������!��	
�������"#$�%&'()�*+� �������������������������, �

latest [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] stack

initial
output v8

output v7

output v5

output v3

output v6

output v4

output v2

output v1

18
18
18
18
3
3
3
2
0

18
18
18
18
18
18
6
6
6

18
18
18
18
18
18
6
6
6

18
18
18
18
8
8
8
8
8

18
18
7
7
7
7
7
7
7

18
18
10
10
10
10
10
10
10

18
16
16
16
16
16
16
16
16

18
14
14
14
14
14
14
14
14

18
18
18
18
18
18
18
18
18

[8]
[7,6]
[5,6]
[3,6]
[6]
[4]
[2,1]
[1]
[0]

latestlatest [0][0] [1][1] [2][2] [3][3] [4][4] [5][5] [6][6] [7][7] [8][8] stackstack

initial
output v8

output v7

output v5

output v3

output v6

output v4

output v2

output v1

initial
output v8

output v7

output v5

output v3

output v6

output v4

output v2

output v1

18
18
18
18
3
3
3
2
0

18
18
18
18
3
3
3
2
0

18
18
18
18
18
18
6
6
6

18
18
18
18
18
18
6
6
6

18
18
18
18
18
18
6
6
6

18
18
18
18
18
18
6
6
6

18
18
18
18
8
8
8
8
8

18
18
18
18
8
8
8
8
8

18
18
7
7
7
7
7
7
7

18
18
7
7
7
7
7
7
7

18
18
10
10
10
10
10
10
10

18
18
10
10
10
10
10
10
10

18
16
16
16
16
16
16
16
16

18
16
16
16
16
16
16
16
16

18
14
14
14
14
14
14
14
14

18
14
14
14
14
14
14
14
14

18
18
18
18
18
18
18
18
18

18
18
18
18
18
18
18
18
18

[8]
[7,6]
[5,6]
[3,6]
[6]
[4]
[2,1]
[1]
[0]

[8]
[7,6]
[5,6]
[3,6]
[6]
[4]
[2,1]
[1]
[0]
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latest[8] = earliest[8] = 18

latest[6] = min{latest[8] – 2} = 16

latest[7] = min{latest[8] – 4} = 14

latest[4] = min{latest[6] – 9; latest[7] – 7} = 0

latest[1] = min{latest[4] – 1} = 6

latest[2] = min{latest[4] – 1} = 6

latest[5] = min{latest[7] – 4} = 10

latest[3] = min{latest[5] – 2} = 8

latest[0] = min{latest[1] - 6; latest[2] – 4; latest[3] – 5} = 0
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� ������ �� 	 
� �� ��� �� ���

� � ��� �� ��	 
� �� � ��� �� �� ��� �� ��

� ���������	
��������������������	������������ �

v0

v1

v2

v6

v7

v8

a3 = 6a0 = 6 a6 = 9 a9 = 2

a7 = 7

a10 = 4

v0v0

v1v1

v2v2

v6v6

v7v7

v8v8

a3 = 6a0 = 6 a6 = 9 a9 = 2

a7 = 7

a10 = 4

� TOPOLOGICAL-ORDER ����� ����� �� ��� !"# $ %&

� ������!��	
�������"#�$%&'���(��)�*+,�-./0���������1 �

0

1

2

3

4

5

a1

a2

a3 a7

a5
a6

a4

0

1

2

3

4

5

a1

a2

a3 a7

a5
a6

a4

�


